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INTRODUZIONE
Problema:;

"Esiste la radice quadrata di un numero reale x negativo?”

J=4) =2

Nell'insieme dei numeri reali R il problema non ammette
soluzione, perché:

“Non esiste nessun numero reale x che elevato al quadrato dia
come risultato un numero negativo”.

(=2)* =-4 non é vero

La domanda avra soluzione se infroduciaomo un insieme
numerico piu ampio dell'insieme dei numeri reali R.
Chiameremo questo insieme: INSIEME DEI NUMERI COMPLESSI C.



FORMA ALGEBRICA NUMERI COMPLESSI

| numeri complessi possono essere scriffi nella seguente
forma algebrica:

FORMA ALGEBRICA
DEI NUMERI COMPLESSI

(a;b) =a+ bi

a=parte reale bi=parte immaginaria b=coeff. parte immaginaria

4i=0+4i=(0;4)

(2;3)=2+3i |
5=5+0i =(5,0)

esempio



(J MODULO DEI NUMERI COMPLESSI

DEFINIZIONE

‘a+bi‘=\/a2+b2

esempio [3+4i|=+/3"+4° =\25=35

(J NUMERI COMPLESSI CONIUGATI E OPPOSTI

DEFINIZIONE

| numeri complessi a+bi e a-bi si dicono complessi
coniugati. Mentre a+bi e —a-bi si dicono complessi opposti.

—4+3i -4-3i  complessi coniugati

esempio

J3+4i  —J3-4i complessi opposti



 LINSIEME C DEI NUMERI COMPLESSI
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L'insieme dei numeri
il insieme C 9 . .
# eatbi i complesso complessi C, confiene due
{ o \ softoinsiemi propri: R e |. I
\ II]]I‘I‘Id*’]I]dIIO ()/ reale R )/' numero O e ConSIderOTo
\ X 2

"ol e sid un numero reale che
\ ) T immaginario.
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/ insieme | insieme

Gli insiemi finora
studiati.




L'ALGEBRA DElI NUMERI IMMAGINARI

1 LE QUATTRO OPERAZIONI

| REGOLE |
ai+bi=(a+b)i ai-bi=(a->b)i
ai-bi=(a-b)i’ — =" gi-bi=—a-b
ai a

bi b




3i+6i=91 Si-4i=1i 4i-6i=-21 10i-10:=0

(@)
g— 2i-4i=-8 2i-4i=+8 =2i-(-4i)=-8
Q . . .
> 6 _5 605 Z60_j
2i 2i ~2i

L'addizione e la sotfrazione fra due numeri immaginari
hanno come risultato ancora un numero immaginario,
quindi (+;-) sono operazioni interne nell’insieme |.

La moltiplicazione e |la divisione fra due numeri immaginari
hanno come risultato un numero reale, quindi (¢,:) sono
operazioni esterne nell’insieme |.



d LE POTENZE

| REGOLE |
.0 1 .2 3.2 42D
I =1 1 =1 1"==-1 1"=i""1==1 1 =1""1"=1
5 .4 : 6 5 7 .6 8 .7
=1 1=1 [ =0"1=—-1 1'=1"'1=—=1 1 =1"-1=1
4 1. 1k _ .
ln=i4k+r=(4)k lr i'=1; 1"=1 >ln=lr

Le potenze sono cicliche di periodo 4.

Le potenze con esponente pari valgono 1 o -1; quelle con
esponente dispari valgono i o —i.

(70)° =49i* =-49  (=3i*)’ =-27i* =-27-(-1) =27

esempio

(ﬁz‘)2 —22=-2 M=) P =1 (=])=-1




L'ALGEBRA DEI NUMERI COMPLESSI

REGOLA

La somma (softrazione) di due numeri complessi € un
numero complesso che ha: per parte reale la somma
(sottrazione) delle pareti reali; per coefficiente della parte
iImmaginaria la somma (softrazione) dei coefficienti delle
parti iImmaginarie:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
(a+bi)-(c+di)=(a-c)+(b-4d)i

4+2D)+B+3D)=4+5+2+3)i=9+5i
4-2D)+0O0+3)=4+5+(-2+3)i=9+:
12-71))-(4+20)=12-T7i-4-2i=8-9i
6-0)+(6+i)=12 (-5+4i)+(5-4i)=0 (2-15i)-(2+15i)=-30i

esempio



REGOLA

I prodotto di due numeri complessi € un numero
complesso dato da:

(a+bi) (c+di)=(ac-bd)+(ad + bc)i

esempio
prodotto
. . tra due binomi . . 2 i?=—1 .
(1-3i)-(2-1) >2—1—6i+3i > —1-"17i
prodotto

(6 +70)- (6= Ti) —22ede 5 36_49;> —E==1 5 36449 =85



REGOLA

La divisione tra due numeri complessi € un numero
complesso dato da:

a+ bi ac+bd+bc ad

2 2
c+di c*+d ¢t +d

esempio

3-21  uivalente a \3—21'.4—1 12-3i-8i-2 10 11: 10 11
4+1 4+1 4-1 16+1 17 17 17




REGOLA

Quadrato e cubo di un numero complesso:
(a+bi) =a” -b” +2abi
(a+bi) =a’ -3ab” +Ba’b-b")i

esempio

regola

(3+2i)° —uadrato bnomio 9 _ 44121 =5+12i

regola

(3+2i)° —Sbo binomio 277 _ Qi +54i—36 = -9 + 46i




VETTORI E NUMERI COMPLESSI

Piano di Gauss ‘

Poiché abbiamo definito un numero complesso come una
coppia ordinata (a,b) di numeri reali, allora € possibile
associare a ogni numero complesso un punto P(a;b) su un
PIONO cartesiano, e viceversa.

4

. Asse
immaginario

Sul piano di Gauss
abbiamo creato una
corrispondenza biunivoca
fra 1 numeri complessi e i

'z=a+w

ASse punti del piano.
reale




esempio
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| vettori

Dato un vettore, € sempre possibile disegnarlo nel piano
cartesiano

} Asse
immaginario

Le coordinate del punto
4 [————— P, —a+ib P(a;b) rappresentano le
componenti del vettore.

o
a Asse
reale

Poiché a ogni punto P del piano € associato uno e un
solo vefttore, esiste una corrispondenza biunivoca fra i
numeri complessi e i vettori del piano di Gauss.



esempio

3+21




Ogni punto del piano puod
essere individuato, oltre che
dalle coordinate cartesiane
P(a;b), anche dalle

coordinate polari P(r;x).

r (modulo)=lunghezza
segmento OP
& (argomento)=angolo

orientato \
y P
esempio 3
. 11}
Rappresentazione !
del punto P(3;11/4) in O 1

coordinate polari.



Conoscendo |le

Asse

immaginario
coordinate polari di un
punto P(r;0), si possono L (a,b) = a + ib
ricavare le sue rsin(g){b >
coordinate cartesiane o_ ‘ -
P(x:y) : —~—— Asse
X;Y) € viceversa. rcos(0) reale
Coordinate Modulo Argomento
cartesiane (intensita del (angolo del vettore)
(componenti del vettore)
vettore)
xX=r-cost y
=r - send i S *
Y 0 = arctgl




Esempio

Determinare le coordinate polari (modulo e argomento)
del vettore dato in coordinate cartesiane a=(3;-4).

A
a, 1
o >
ay| N\@ | a=Jd+a’ =3 +4> =5
. a — .
-4 v tga = _ Y — 34 — _1,33 calcolatrice o = _530
................. a



Esempio

Determinare le coordinate cartesiane (x;y) (componenti
del vettore) del vettore dato in coordinate polari
a=(140;135°).

a_=a-cosf=140-cos135°=-99N
a,=a-senf =140-senl35°=99N



Esercizio: Trasformare le coordinate polari del punto
P(4; 7 /4) in coordinate cartesiane

ESERCIZIO GUIDA

Trasformiamo le coordinate polari di P[4; %] in coordinate cartesiane.

y
4}
Le formule di trasformazione in coordinate cartesiane sono: S | — , P
Xp = rcosQ | T
yp = rsend 0 \4 oc 4 x:
2\N2
Pertanto: xp = 4cos% = 4% = 28/2, yp = 4sen% = 4% — 5

Il punto P ha coordinate cartesiane (2V2; 2V/2).




Esercizio: Trasformare in coordinate polari le coordinate
cartesiane del punto P(-3v2;3+2).

ESERCIZIO GUIDA

Trasformiamo in coordinate polari le coordinate cartesiane del punto Q(— 3 V2;3V2).

Le formule di trasformazione sono: A

y
r= \/m, tea = %
Q
Calcoliamo 7 Q; """"""" 13V2
i 6 T
r=V(=3V2)2+ (3V2)2 =Vi8 + 18 =36 = 6. A{\%n
C 1 l. a: + t+ ‘ + + + >
alcoliamo - T 0O X
I V2 3
tga = ==1 = w@=-—rtkn
%= 32 4
Poiché ci troviamo nel secondo quadrante, scegliamo a = %TE e otteniamo: I6; %n !




NUMERI COMPLESSI IN FORMA TRIGONOMETRICA

. Asse
immaginario
Sul piano di Gauss abbiamo visto
.. che esiste una corrispondenza
bl----mmmmeeee z=a-+1 o , , ,
- 5 biunivoca fra i numeri complessi
a e | punti del piano.
a  Asse
reale
Poiché valgono le relazioni: xX=r-cosa y=r-sent

allora:

z=a+ib=r(cosa+isend)| numeri complessi
b in forma
\/ 2 2 tri -
r=a +b tgor = — rigonometrica
a




operazioni

REGOLA

Il prodofto di due numeri complessi in forma
frigonometrica e uguale al numero complesso che ha per
modulo il prodotto dei moduli dei numeri dati e per
argomento la somma degli argomenti:

z, =r(cosa+isena) 7z, =s(cosp +isenb)

2=2,"2,=r"s*[cos(a+B)+isen(a+f)]

T . T T . T
g = 2(003— + zsen—) 2, = 3(008— + zsen—)
6 6 3 3

T . T T T
Z=Z1°z2=2-3-[cos(g+§)+zsen(g+§)

T .
=6|cos—+isen—
( 2 2)

esempio




REGOLA

Il quoziente di due numeri complessi in forma
frigonometrica € uguale al numero complesso che ha per
modulo i quoziente dei moduli dei numeri dati e per
argomento la differenza degli argomenti:

z, =r(cosa+isena) z, =s(cosp +isenb)

=l [cos(a - B)+isen(a- )]
Z, S

- ( 3 . 3 ) ( T J'L')

= |z;=6|cos—m+isen—m| zZ,=3|CcOS—+isen—

g— 4 4 4 4

" z, 6 (3 J'L’) . (3 J'L') ( T Jl')

@ 7=—=—"'|cos|—m—— |+isen|—m —— ||=2| coOs—+isen—
z, 3 4 4 4 4 2 2




REGOLA

La potenza con esponente infero di un numero
complesso in forma trigonometrica € uguale al numero
complesso che ha per modulo la potenza del modulo del

numero dato e per argomento il prodotto dell’esponente
per |’"argomento del numero dato:

z=r(cosa+isencr)

7" =r"-(cosna+isenat) conn€Z’

T, T
z=2|cos—+isen—
( 6 6)

7 = Z(Cosgnﬂsen%n) =32(cosgn+isengn)
3 3 3 3

esempio

5
=2° Cos(S-zn)+isen(5-%n)
3 3




ESEMPIO yt

Consideriamo il numero complesso V3 + i.
Calcoliamo r e a: s
.
r=M(/3)2H12 == -
o : >
V3 T Z 05 \3 X

G A e~ g T e A
thL— \/3‘ — 3 0 = 6Va2 67t

Scegliamo @, = % perché a e b sono positivi, quindi a appartiene al primo
quadrante.

La forma trigonometrica del numero complesso V3 + i &:

T . ;7T
2(cos? + isen 6 )



Esercizio: Calcolare il prodofto dei seguenti numeri
complessi e scrivere il risultato in forma algebrica:

1( 2 .2 ) 2( 5 .5 )
Z,=—|cos—m+isen—m| z,=—|cos—m+isen—m
2 3 3 3 6 6

Ricordiamo che, se z; = r (cos a + i sen a) e z, = s(cos P + i sen P), il loro prodotto &

212, = rs[cos(a + B) + isen (a + P)],

- - —L '—i =£ :i- 1 s
quindi, essendo r = S = 3, A =3 T, B ¢ st ha:
=L.£)[ (l i) : (A i)lzi( [ i)
212, (2 3 COS 37t+67t + 1sen 37t+67t 3c0527t+zsen27t.
Poiché cos%n =0e sen - = — 1, sostituendo:

1 : j 152
212y = 3[0 +i(—1)] ==



( 7 .7 ) ( T n)
z,=6lcos—m+isen—m| z,=2|cos—+isen—
4 4 2 2

Esercizio: Calcolare |la divisione dei seguenti numeri
complessi e scrivere il risultato in forma algebrica:

Sez,=r(cosa +isena)ez,=s(cosP + isen P), il loro quoziente é&:

j_; = %[cos(a —B) + isen(a — B)].

In questo modo otteniamo:

A1 %[cos(ln = —T—C—> + z'sen(ln = E)] = 3(cosi7t =+ isenin).

Z, 4 2 4 2 4 4
. . L 5 _ \2 5
Per scrivere la soluzione in forma algebrica ricordiamo che COS— T =—""5—esen -, m=——"2—
i=3<_\/§_i\/§>=_3\/§_3\/5i
> :

43 2 2 2

V2

2

, quindi:



Esercizio: Calcolare la seguente potenza:
5

5
Z =

( 2 . 2 )
2l cos—m+isen—o
3 3

Sez = r(cos @ + i sen @), possiamo applicare la formula di De Moivre:
[r(cosa + i sen @)]” = r"(cos na. + i sen na).

Nel nostro caso ¢ n = 5, quindi:

3evisan 3 = 2leos ) safs ) <l Bl
[2(cos37c+zsen37r = 2’| cos 537t + isen 537t —32cos37t+zsen37t.

Essendo

cos o =—L esentdy = =
She ) 3 7 20

la forma algebrica del risultato ottenuto é:

32[—%+i<—%)‘=— 322 _ 325/5 e




Esercizio: Calcolare la seguente potenza:

-3
77 = 2(cos£+isen£)
6 6

Sappiamo che, se z = r(cos @ + i sen @), allora [r(cosa + isena)]™" = L (cosna — isen na), quindi:

rn
T . . o\[? _ 1 (n) : (n)l_l( T . 7()
lZ(cos 6 + isen 6)l = 55|08 3 6 isen|3 6 )|~ gl\coso —isen—-|.
In forma algebrica il risultato e:
g\cos— —isen— 8[O i(1)] g i



RISOLUZIONE EQUAZIONI 2° GRADO IN C

Adesso abbiamo gli elementi per risolvere, nel campo dei
numeri complessi, I'equazione posta all'inizio del capitolo:

X?= -4
Essendo: —4 =4(cosm+isent) conr=4ea=mx

grazie alla definizione della radice n-esima di un numero
complesso, si offiene:

con k=0,1

\/Z = \/Zlcos(;r + 2kﬂ)+isen(n + 2kﬂ)

2 2 2




FORMA ESPONENZIALE DI UN NUMERO COMPLESSO

Abbiamo visto che un numero complesso puo essere
espresso nei seguenti due modi:

z=a+bi forma algebrica

z=r(cosa+isena) forma trigonometrica

Ma c'e anche una terza forma. Si dimostra che:

forma esponenziale

i
=rée
formule di Eulero
io . —ia .
e =cosa+isena e =cosa—isena
eia +e—ia eia _e—ia
cosq = sena =

2 2i




Esercizio: Scrivere in forma algebrica il numero complesso
dato in forma esponenziale z=2ei7/¢

Applichiamo la formula di Eulero:

e’ = cosa +isena
Quindi:

Zeig = 2(cos£+isen£) =72 £+il = \/§+i
6 6 2 2




Esercizio: Scrivere in forma esponenziale il numero
complesso dato in forma algebrica z=-2V3+2i

Trasformiamo la forma algebrica a + bi in forma trigonometrica r (cosa + i sena).

r=Va¥+ b =\(-2V3)*+2> =Vi2+4 = Vi6 = 4.

toq = —b— — 2 — = — 1__. — —ﬁ—
2T 4T 2v3 3 5
Abbiamo a = %n, oppure @ = %n. Essendo a < 0 e b > 0, il punto corrispondente a —2V/3 + 2i &

nel secondo quadrante, quindi a = %n. La forma trigonometrica del numero complesso —2V/3 + 2i ¢&:

B i)
4(cos67t+zsen6rt.

Trasformiamo la forma trigonometrica in forma esponenziale re’®, dove r =4 e a = ¢ > ossia:

i—1
4e © .



Esercizio: Eseguire la moltiplicazione e la divisione tra |
seguenti numeri complessi scritti in forma esponenziale:

3 T
l_

[—JT
Z1=564 Z2=3€6

Sfruttiamo la proprieta re®- se® = r-s- e/®*P) tenendo conto che:

3 T
r=5,0l=27f;5_3,8—?.
.3 T W3 1 . 3-3T+27 .11
1—TC [—- iI\—=—T+=—T 1 1I—TC
21" 2, = 5e * -3e6=5-3e(4 6 )=15e R 15

Passiamo alla forma trigonometrica:

. il : il
Z1°2) = 15(cos—12 e r zsen—12 TC).
.

Analogamente, per il quoziente sfruttiamo la proprieta —zl— = ?e"(“_ 2
2

zlzsf(%ﬂ—%ﬁ)zzf“”’f;“:gf%ffzz( T+ isen-L-7)
Z, 3e 3e 3e 3 c03127t+zsen127t.



